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Problemas resueltos - Mate 4

Problema 1.
Encuentre el volumen del cuerpo limitado por las superficies: z=224+y? vy z=2—2%2 —y?.

Solucion:

o 22 4 42

PR e iy :>x2+y2=2—$2—y2:>2(:62+y2):2:>9c2+y2=1

Calculando en coordenadas cilindricas:

Il
~
]
o—__
—
)
=
|
o
=
w
SN—
QU
3




Problema 2. Calcular el volumen de la regiéon determinada por los planos = = 0, y = = y la superficie

22 =1—19>2.

Solucion:

En coordenadas rectangulares el volumen queda:

1-y2 1

1 VI-y? oy 1 A
V:4/ / /dxdzdy:4/ / ydzdy:4/y\/1—y2dy:§
o 0 o0 0 0 0
Pasando a coordenadas cilindricas en las variables y y z:
T = x
y = rcosf
z = rsenf

T
Con 0<r<1, 0<60< 5 y 0 <z <rcosf. Observar que con esa variaciéon de 6 el volumen queda:

% rcos 0 1 1 %

1 z
vz4// / rdxd@dr:4//r20059d9dr:4 /r2dr / :%
0 0 0 0 0 0 0



Problema 3.
Hallar el volumen del sélido R, determinado por las ecuaciones 22 +y? > 1y 0 < z <9 — 22 — 2.

Solucién

z2=9—a®—y?

29_p2 3 /2

3 m/
V= 4// /rdzdedr=4//r(9—r2)d9dr
1 0 0 1 0




Problema 4.
Calcular el volumen del sélido acotado por las superficies 22 +y2 =2z, z2=2 y z=2x.

Solucion:

Integrando sobre el disco 2 + 32 < 2z y pasando a coordenadas polares.

V= // (27 — x) dz dy

z24y2 <2z
/2 2cosf
= / / r-rcosfdrdf
—w/2 0
m/2 3 (2cosf
r
= / <§ )-cos@d@
—m/2 0
/2 /2
8 16
= / 560549d9=?/cos49d9:7r
—7/2 0

Nota: El resultado es el mismo si se hace con integrales triples y se pasa a coordenadas cilindricas.



Problema 5.
Calcular la integral

dx dy
(1+a2+1y2)2
donde R es la region interior a un bucle de la lemniscata (22 + %)% = 2% — 32

Solucion:

La ecuacién del lazo derecho de la lemniscata, en coordenadas polares, es r = v/cos 260 con —

Luego la integral en coordenadas polares queda:

dxd /4 \/cos 20
// =Y = 2/ / L drdf
(1+224y?)? (14172)2
0 0
m/4 1 Vv cos 26
_ _/ a6
1+r2) 0
/4
_ ﬁ_/ d0
T4 + cos 26
0
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Problema 6. Considerar S la parte de la esfera z? + y? 4+ 22 < 16a% con a < z < 2a y z,y > 0. Determine
la masa de S si la densidad de masa en un punto es p(x,y,2) = 22 + y?2

Solucion:

Interseccion de la esfera con el plano z = a: 2% + y? = 15a2.
Intersecciéon de la esfera con el plano z = 2a: 22 + y2 = 12a2.

Usando coordenadas cilindricas, la masa queda:

V12a7/2 2a V15a 7/2 /1642 —7r2
m = / /T2~7’dzd9dr+ // / r2 . rdzdfdr
0 0 a Vi2a O a
V12a V15a V15a
= % / rgdr—% / 7’3d7’+g / r3v/16a2 — r2 dr
0 V12a V12a
14445 81ab 267a®
= ™ — T+ s
8 8 30
_ 2813a5
- 120"



Problema 7.
Hallar el volumen del sélido S, acotado por el cilindro x? + y? = 4 y el hiperboloide 22 + y? — 22 = 1.

Solucion
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Problema 8.
Calcular

/R//z%m

donde R es la parte comiin de las esferas #2 + y? + 22 < a? y 22+ y? + 22 < 2az.

Solucion

Observar que la interseccion de las dos esferas se produce cuando z = 5 y corresponde a puntos con dngulo

¢ = % respecto del eje z y distancia p =a.

En coordenadas esféricas la integral se debe separar en dos regiones. Para 0 < ¢ < 3 setiene que 0 < p <a
y 5<qp< 3.

w/27/3 a 7/2m/2 2a cos ¢
2 _ 2 2 2 2 2 .2
///z dV_4/ //p sen ¢ p~ cos wdpdcpd@—l—él// / p“senp p”cos” @ dpdypdb
R 0 0 0 0 /3 0
- w/3 a w/2m/2 p5 2a cos ¢
:4(5) /cos2cpsencpdg0 /p4dp +4/ /cos%@seng@ = dp db
0 0 0 7/3 0
71- /2
9 cos® ¢ \ o8 4 (w) 32a° / cos” wsen o d 597a®
= — 4T _— —_ 1 =
3 |, |5 2) 75 PPy 480
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En coordenadas cilindricas

T/27/2 —\/2r2—22

/2 r r2—22

///de—4// / rzdrdzd9+4///

T/2r/2
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0 r/2 0

/2 R

4/ /%(2rz—z2)z2dzd9+4/ /22(r2—z2)-%dzd9
0

0 r/2

r/2 r

-%/(21"23—2“4)dz+4- (g)~%/(7’2z2—z4)dz

0 r/2

55 T/2+ P23 55

5 )1, T\ 5
RN, (R R RN 5rR
160 3 5 24 160/ 480



Problema 9.
Calcular

///de

donde R es el interior de la esfera x? +y? + 22 = .
Solucién

Observar que:

1\? 1\?
Pyt =0 & (w—i) +y2+22=<5>

1 1
Se trata de una esfera con centro en (5 , 0, O) y radio r = 3 En coordenadas esféricas queda:

p = cos(0) sen(g). Se tiene:
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0 < p < cos(f)sen(o)

Luego la integral queda

5 cos(0)sen(

/ p- p?sen(¢) dpdepd

) sen(@)

=4 sen(¢) de do
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